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Отъ редакціи. 


Настоящій номеръ, начинающій собою 5-й семестръ второй серіи, 
появляется въ свѣтъ съ значительнымъ опозданіемъ. Это объясняется, 
главнымъ образомъ, затрудненіями, съ которыми было сопряжено пріобрѣ¬ 
теніе для предстоящаго семестра бумаги. Цѣна на бумагу въ Одессѣ воз¬ 
росла по сравненіи съ нормальной въ 6 разъ. Какъ извѣстно, изда¬ 
тели почти всѣхъ журналовъ въ связи съ этимъ повысили цѣну изда¬ 
нія. Редакція и издатель „Вѣстника 1 * не могли на это рѣшиться. Чи¬ 
тателямъ придется поэтому мириться съ нѣсколько меньшимъ форма¬ 
томъ, узкими полями, густымъ шрифтомъ. Не легко было рѣшиться 
редакціи измѣнить форматъ, установившійся въ теченіе 27 лѣтъ. Но 
получить бумагу подходящаго формата по сколько-нибудь доступной 
цѣнѣ оказалось въ Одессѣ невозможнымъ. „Вѣстникъ** сохранитъ, та¬ 
кимъ образомъ, на себѣ печать этой тяжелой годины. 

Не легко въ эту пору, когда всѣ наши мысли и чувства отвле¬ 
чены великой борьбой и вызываемой его страдой, руководить научнымъ 
журналомъ. Но какъ и съ самаго начала войны редакція будетъ ста¬ 
раться, чтобы идеи, приносимыя „Вѣстникомъ**, давали читателямъ 
минуты отвлеченія и душевнаго отдыха. 









О тѣхъ вопросахъ элементарной геометріи, которые 
обыкновенно рѣшаются помощью предѣловъ. 

А. Киселева. 


Въ предлагаемой статьѣ я сначала излагаю, какъ, по моему мнѣ¬ 
нію, слѣдовало бы въ элементарной геометріи трактовать вопросы о 
длинѣ окружности, о площади круга, о боковыхъ поверхностяхъ кру¬ 
глыхъ тѣлъ и пр., если задаться цѣлью не прибѣгать къ поня¬ 
тію предѣла, а основываться только на аксіомѣ непрерывности*); 
затѣмъ я вкратцѣ показываю, какъ тѣ же вопросы рѣшаются посред¬ 
ствомъ метода предѣловъ (проще чѣмъ это сдѣлано въ моей „Элемен¬ 
тарной геометріи") и, наконецъ, заключаю, какому изъ этихъ двухъ 
способовъ изложенія надо отдать предпочтеніе. 

Замѣчу, что всѣ ссылки на параграфы, дѣлаемыя мною ниже, 
относятся къ моей „Элементарной геометріи". 


Длина дуги окружности. 

Прежде всего надо напомнить учащимся содержаніе §§ 55 и 56 
(о сравнительной длинѣ объемлемыхъ и объемлющихъ ломанныхъ 
линій) и, основываясь на этомъ содержаніи, установить, что периметръ 
ломаной линіи**), вписанной въ дугу, меньше периметра ломаной, 
описанной около той же дуги, и что периметръ многоугольника, впи¬ 
саннаго въ окружность, меньше периметра многоугольника, описан¬ 
наго около нея. Далѣе надо переставить сюда §§ 329 и 331 (изъ 
главы о площадяхъ), при чемъ лучше изложить ихъ въ видѣ слѣдую¬ 
щихъ двухъ леммъ. 

Лемма 1. При неограниченномъ увеличеніи числа 
сторонъ правильной ломаной линіи, вписанной въ 
дугу: 1°, сторона этой ломаной стремится къ нулю; 
2°, разность между радіусомъ и аноѳѳмою стремится 
къ нулю. 


*) Въ примѣненіи къ длинѣ и плошади круга этотъ путь указанъ въ 
„Энциклопедіи элементарной математики" Вебера и Вель штейна (пере¬ 
водъ подъ ред. прив.-доц. В. Ф. Кагана, изд. „МаіЬезіз". Одесса, 1914. 
Томъ II, книга 1-ая, стр. 300 и слѣд.), а также покойнымъ I. Таннеру 
(Диіез Таппегу') напримѣръ, въ его „Ьедопз (і’ аІвёЪге еі. й’апаіузе 1 *, стр. 52 и ел. 

**) Ломаныя линіи и многоугольники вездѣ здѣсь разумѣются в ы- 
п у к л ы ѳ; подъ словомъ „дуга" вездѣ разумѣется „дуга окружности". 



Доказательства: 1°. Пусть р есть перемѣнный периметръ 
ломаной, п — число ея сторонъ, Р г — периметръ какой-нибудь описан¬ 
ной ломаной, остающейся неизмѣнной, и а — любой данный 
отрѣзокъ прямой. Какъ бы малъ этотъ отрѣзокъ ни былъ, число п 
при безграничномъ возрастаніи достигнетъ такого большого значе¬ 
нія п і , при которомъ (и при всѣхъ большихъ значеніяхъ) будетъ 
удовлетворено неравенство: Р 1 <п 1 а. Пусть при п = п 1 перемѣнный 
периметръ р получитъ значеніе р г . Такъ какъ р 1 <Р і , то р 1 <п 1 а\ 
откуда р 1 /п і < а, т. е. длина одной стороны вписанной правильной 
ломанной линіи дѣлается и остается меньше любого даннаго отрѣзка 
прямой, какъ бы малъ онъ ни былъ; а это другими словами, значитъ, 
что сторона эта стремится къ нулю. 

2°. Такъ какъ разность между радіусомъ и апоѳемой меньше 
половины стороны вписанной ломаной, то эта разность, и подавно, 
стремится къ нулю. 

Лемма 2. Разность между периметромъ правиль¬ 
ной ломаной линіи, вписанной въ данную дугу, и пе¬ 
риметромъ соотвѣтственной*) описанной стремится 
къ нулю, когда число сторонъ ломаныхъ неограни¬ 
ченно возрастаетъ. 

Доказательство. Изъ подобія треугольниковъ ОАМ и ОАМ х 
находимъ: 

АМ К 
АМ Х ~ а ' 

Откуда (обозначая число сторонъ вписанной ломаной буквою и): 
АМ.2п _ В Р = Л , 

АМ-^Лп а ’ ' ' р а 

если Р и р периметры опи¬ 
санной и вписанной ломан¬ 
ныхъ линій. Составимъ про¬ 
изводную пропорцію: 

Р-р д-в 
Р ~ В 
Такъ какъ, по дока¬ 
занному, разность 1і — а 
стремится къ нулю, а К 
остается постояннымъ, то 
правая часть послѣдняго ра¬ 
венства стремится къ нулю; 
слѣдовательно, стремится 


*) Т. е. такой, которая образована касательными, проведенными че¬ 
резъ всѣ вершины вписанной ломаной. 






къ нулю и лѣвая часть равенства, для чего необходимо, чтобы раз¬ 
ность Р — р стремилась къ нулю (такъ какъ Р не увеличивается). 

Къ этимъ двумъ леммамъ надо добавить еще слѣдующую третью. 

Лемма 3. Изъ вписанныхъ ломаныхъ линій (пра¬ 
вильныхъ и неправильныхъ) не существуетъ такой, которой 
периметръ быль бы наибольшимъ изъ всѣхъ, а изъ 
описанныхъ ломаныхъ не существуетъ такой, кото¬ 
рой периметръ былъ бы наименьшимъ изъ всѣхъ. 

Дѣйствительно, какую бы виисанную ломаную мы ни взяли, мы 
всегда можемъ построить другую вписанную ломаную съ большимъ 
периметромъ, (напримѣръ, удвоивъ число сторонъ первой) и какую бы 
описанную ломаную мы ни взяли, мы всегда можемъ построить дру¬ 
гую описанную съ меньшимъ периметромъ (напримѣръ, срѣзавъ углы 
первой новыми касательными). 

Само собой разумѣется, что доказанныя леммы примѣнимы и къ 
цѣлой окружности. 

Опредѣленіе. За длину дуги принимаютъ длину та¬ 
кого отрѣзка прямой, который больше периметра лю¬ 
бой вписанной въ эту дугу ломаной, но меньше пери¬ 
метра любой описанной ломаной линіи. 

Чтобы опредѣленіе это имѣло смыслъ, необходимо доказать, что 
такой отрѣзокъ существуетъ для всякой данной дуги и при томъ 
только одинъ. Докажемъ это. Вообразимъ, что въ данную дугу 
мы вписали всевозможныя ломаныя линіи (правильныя и неправиль¬ 
ныя). Положимъ далѣе, что для каждой ломаной мы нашли ея пери¬ 
метръ и полученные периметры отложимъ на какой-нибудь прямой АВ 
(черт, г) отъ одной и той же начальной на ней точки А въ одномъ 
и томъ же направленіи, напримѣръ, слѣва направо. Пусть одинъ 




-В 


Черт. 2. 


периметръ будетъ отрѣзокъ АМ { , другой — отрѣзокъ АМ 2 , третій — 
АМ 3 и т. д., такъ что точки М и М 2 , М 3 ... (и вообще точки М) 
будутъ концы этихъ периметровъ. Подобно этому вообразимъ, что 
около данной дуги мы описали всевозможныя ломаныя линіи (ко¬ 
нечно, имѣющія тѣ же концы, что и дуга), для каждой ломаной отыс¬ 
кали ея периметръ и полученные периметры отложили на той же 
прямой А В отъ той же начальной точки А и въ томъ же направленіи — 
слѣва направо. Пусть отрѣзки АД^, АЖ,, АЛ Т 3 ... будутъ эти пери¬ 
метры, такъ что точки ДГ,, ІѴ 2 , ІѴ 3 ... (и вообще точки ІѴ) будутъ 
концы ихъ. Полученныя такимъ образомъ точки М и N (число тѣхъ 
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и другихъ надо представлять себѣ безконечно большимъ) должны 
обладать слѣдующими тремя свойствами: 

1) Каждая точка Ж лежитъ налѣво отъ каждой 
точки Ж, такъ какъ периметръ любой вписанной ломаной меньше 
периметра любой описанной ломаной. 

2) Всегда можно найти такія двѣ точки, одну изъ 
точекъ Ж, другую изъ точекъ Ж, что разстояніе между 
ними будетъ меньше любого даннаго отрѣзка прямой, 
какъ бы малъ этотъ отрѣзокъ ни былъ. 

Это сдѣлается вполнѣ яснымъ, если обратимъ вниманіе на то, 
что въ числѣ всевозможныхъ ломаныхъ линій, которыя мы предпола¬ 
гали вписанными и описанными, должны находиться также и пра¬ 
вильныя ломаныя, а для такихъ ломаныхъ было доказано (въ 
леммѣ 2-ой), что разность между периметромъ описанной и перимет¬ 
ромъ вписанной ломаной линіи, при неограниченномъ возрастаніи 
числа сторонъ ихъ, стремится къ нулю. 

3) Никакая точка Ж не можетъ оказаться крайней 
правой и никакая точка N не можетъ оказаться край¬ 
ней лѣвой, такъ какъ нѣтъ вписанной ломанной съ наибольшимъ 
периметромъ и нѣтъ описанной ломаной съ наименьшимъ периметромъ. 

Принявъ во вниманіе эти три свойства точекъ Ж в Ж, мы мо¬ 
жемъ утверждать, что на прямой АВ существуетъ нѣкоторая точка X 
и только одна, которая отдѣляетъ область точекъ Ж отъ области то¬ 
чекъ N. Чтобы сдѣлать нагляднымъ существованіе такой точки и ея 
единственность, прибѣгнемъ къ извѣстной иллюстраціи I. Таннери 
(Ліев Таппегу) (см., напримѣръ, его „Ьеропз (і’аІцёЬге еі сГапаІѵзѳ", 
стр. 14), которой я воспользовался въ моей „Элементарной алгебрѣ" 
(§ 204) при установленіи ирраціональнаго значенія Вообразимъ, 
что всѣ точки Ж и вся та часть прямой АВ, которая располоягена 
налѣво отъ любой точки Ж, окрашена въ одинъ цвѣтъ, напримѣръ, 
въ зеленый, а всѣ точки N и вся та часть прямой АВ, которая рас¬ 
положена направо отъ любой точки Ж, окрашена въ другой цвѣтъ, 
напримѣръ, въ красный. Тогда окажется, что окрашенныя части пря¬ 
мой не могутъ налегать одна на другую, такъ какъ изъ точекъ Ж 
нѣтъ ни одной, которая лежала бы правѣе какой-нибудь изъ точекъ N. 
Окрашенныя части прямой не могутъ и соприкасаться другъ съ дру¬ 
гомъ вплотную, такъ какъ если бы это было, то изъ точекъ Ж 
была бы крайняя направо, а изъ точекъ N была бы крайняя налѣво, 
что противорѣчитъ указанному выше свойству 3-му точекъ Ж в N. 
Слѣдовательно, должна существовать какая-нибудь неокрашенная гра¬ 
ница, отдѣляющая зеленую часть прямой отъ красной. Эта граница 
не можетъ быть отрѣзкомъ прямой, какъ бы малъ онъ ни былъ, такъ 
какъ, если бы такой отрѣзокъ существовалъ, то тогда разстояніе между 
любою точкою Ж и любою точкою N не могло бы сдѣлаться мень- 


шимъ этого отрѣзка, что противорѣчитъ свойству 2-му точекъ М и N. 
Эта граница не можетъ быть и пустымъ пространствомъ, такъ какъ 
прямую линію мы представляемъ себѣ непрерывною, безъ какихъ 
бы то ни было разрывовъ*). Остается одно возможное допущеніе: 
границею между зеленою и красною частями прямой служитъ нѣкото¬ 
рая неокрашенная точка, (напримѣръ, на чертежѣ 2 точка X) и только 
одна. Такъ какъ эта точка лежитъ направо отъ всѣхъ точекъ Ж и 
налѣво отъ всѣхъ точекъ ІѴ, то отрѣзокъ АХ больше периметра лю¬ 
бой вписанной ломаной линіи и меньше периметра любой описанной 
ломаной. Этотъ отрѣзокъ и принимается, по опредѣленію, за длину дуги. 

Все, сказанное о дугѣ, конечно, можетъ быть отнесено и къ цѣ¬ 
лой окружности; такъ что за длину окружности прини¬ 
маютъ, по опредѣленію, длину такого отрѣзка прямой, ко¬ 
торый больше периметра любого вписаннаго много¬ 
угольника (конечно, выпуклаго), но меньше периметра лю¬ 
бого описаннаго многоугольника. 

Послѣ этого легко установить слѣдующія два предложенія (ихъ 
можно помѣстить въ мелкомъ шрифтѣ, какъ это сдѣлано и теперь въ 
моей „Элементарной геометріи"): 1) Равныя дуги имѣютъ и 
равныя длины. 2) Длина суммы дугъ равна суммѣ 
длинъ этихъ дугъ. 

Сравнивая изложенное здѣсь о длинѣ дуги съ общеизвѣстнымъ 
изложеніемъ (§ 286), основаннымъ на понятіи предѣла, можно ука¬ 
зать слѣдующія два достоинства новаго изложенія: 

1) Оно съ самаго начала простыми, но вмѣстѣ съ тѣмъ вполнѣ 
научными соображеніями устанавливаетъ точное понятіе о длинѣ 
дуги, тогда какъ изложеніе помощью предѣловъ допускаетъ (по край¬ 
ней мѣрѣ, въ началѣ) безъ доказательства, что предѣлъ периметровъ 
ломанныхъ вписанныхъ линій существуетъ и не зависитъ отъ рода 
вписыванія; доказательство этого предложенія по сложности своей 
мало доступно пониманію учениковъ среднихъ классовъ (почему обыкно¬ 
венно и излагается мелкимъ шрифтомъ, §§ 297, 298), а въ старшихъ 
классахъ оно едва ли проходится по недостатку времени. 

2) При этомъ изложеніи совершенно устраняется надобность въ 
особомъ доказательствѣ теоремы (§ 288), что длина дуги больше 
стягивающей ее хорды, но меньше всякой ломаной, 
описанной около этой дуги и имѣющей съ нею одни и 
тѣже концы, и въ особомъ разъясненіи слѣдствія изъ этой теоремы 
(§ 290), что длина окружности больше периметра впи¬ 
саннаго выпуклаго многоугольника, но меньше и т. д. 


*) Аксіому непрерывности Дедекинда можно, при желаніи, формули¬ 
ровать вполнѣ точно, но можно и ограничиться однимъ интуитивнымъ вос¬ 
пріятіемъ непрерывности. 




Преимущества эти настолько цѣнны, что ради нихъ мнѣ кажется, 
полезно было бы замѣнить изложеніе, основанное на понятіе предѣла, 
этимъ новымъ изложеніемъ, основаннымъ на аксіомѣ непрерывности. 


Прежде, чѣмъ продолжать дальнѣйшее изложеніе намѣченныхъ 
вопросовъ, сдѣлаемъ слѣдующее отступленіе. Если говорить не только 
о курсѣ элементарной геометріи, а о курсѣ элементарной математики 
вообще, то едва ли представляется возможнымъ и желательнымъ со¬ 
вершенно изгнать изъ этого курса начала теоріи предѣловъ. Вспом¬ 
нимъ хотя бы о безконечныхъ геометрическихъ прогрессіяхъ, о періо¬ 
дическихъ дробяхъ, объ общемъ опредѣленіи касательной и пр. (не 
говоря уже о началахъ анализа безконечно малыхъ). Замѣтимъ по 
этому поводу, что въ проектируемыхъ новыхъ программахъ матема¬ 
тики для среднихъ школъ (см. Журн. Мин. Нар. Проев., декабрь, 1915 г.) 
начала теоріи предѣловъ значатся (въ курсѣ алгебры), и прохожденіе 
тѣхъ геометрическихъ вопросовъ, которые требуютъ примѣненія тео¬ 
ріи предѣловъ, отнесено къ тому учебному времени, когда учащіеся 
уже ознакомились съ основаніями этой теоріи. Поэтому въ дальнѣй¬ 
шемъ изложеніи я не буду себѣ ставить цѣлью во что бы то ни 
стало совершенно избѣгнуть теоріи предѣловъ; если гдѣ либо ока¬ 
жется, что ея примѣненіе упрощаетъ изложеніе, тамъ избѣгать этой 
теоріи нѣтъ основаній. 

Такимъ образомъ, я буду предполагать, что учащимися предва¬ 
рительно пройдена глава „Измѣреніе величинъ 14 и, слѣдовательно, 
имъ указана возможность выражать отрѣзки прямыхъ числами, раціо¬ 
нальными или ирраціональными. Пройдены ими также §§ 276—279, 
въ которыхъ говорится о величинахъ постоянныхъ и перемѣнныхъ, 
о перемѣнныхъ, стремящихся къ нулю и увеличивающихся безпре¬ 
дѣльно, и о предѣлѣ перемѣнной. Изъ двухъ основныхъ теоремъ о 
предѣлахъ достаточно пройти только первую (если двѣ перемѣнныя... 
остаются равными, то равны и ихъ предѣлы). Что касается второй 
(если двѣ перемѣнныя... сохраняютъ одно и то же отношеніе, то...), 
то ее лучше формулировать позже, какъ это будетъ сдѣлано въ на¬ 
стоящей статьѣ. Можно совсѣмъ выпустить § 283 („Основное начало 
способа предѣловъ 44 ) и § 284 („Понятіе о способѣ предѣловъ 44 ); при 
томъ изложеніи предмета, о которомъ говорится въ этой статьѣ, въ 
нихъ не оказывается никакой надобности, а между тѣмъ по своему 
отвлеченоому содержанію и отсутствію научнаго обоснованія эти па¬ 
раграфы не могутъ быть хорошо поняты учащимися. Но за то полезно 
будетъ дополнить главу о предѣлахъ установленіемъ нѣкоторыхъ про¬ 
стѣйшихъ теоремъ о числахъ, стремящихся къ нулю, напримѣръ, слѣ¬ 
дующихъ трехъ: 

1) если каждое слагаемое стремится къ нулю, а число слагае¬ 
мыхъ не безконечно велико, то и сумма стремится къ нулю; 


2) Если одинъ изъ сомножителей стремится къ нулю, а другой 
не увеличивается безпредѣльно, то и произведеніе стремится къ нулю; 

3) если произведеніе стремится къ нулю, то по крайней мѣрѣ 
одинъ изъ сомножителей стремится къ нулю. 

Кромѣ того, надо доказать теоремы о предѣлѣ суммы и про¬ 
изведенія. 


Вернемся теперь къ продолженію нашего изложенія. Установивъ 
понятіе о длинѣ окружности, надо затѣмъ доказать теорему, что' 
длины окружностей пропорціональны ихъ радіусамъ. 
I. Таннери въ своихъ „Европа сГаІ^ёЪге еі <Гапа1узе“ ничего не 
говоритъ о доказательствѣ этой теоремы, а въ своихъ „Коііопз йе 
таіііётаііциез" даетъ не вполне строгое доказательство (стр. 99-ая). 
Равнымъ образомъ, и въ энциклопедіи Вебера и Велыптейна 
теорема эта недостаточно обоснована. С. А. Богомоловъ въ до¬ 
кладѣ своемъ („Аксіома непрерывности, какъ основаніе для опредѣ¬ 
ленія длины окружности, площади круга, поверхностей и объемовъ 
круглыхъ тѣлъ") прочитанномъ имъ въ собраніи преподавателей ма¬ 
тематики въ Соляномъ Городкѣ (въ октябрѣ 1915 г.), приводитъ 
чисто геометрическое доказательство этой теоремы, совершенно неза¬ 
висимое отъ теоріи предѣловъ (доказательство это было имъ найдено 
въ запискахъ, оставшихся послѣ покойнаго К. В. Фохта, читавшаго 
лекціи по геометріи на Педагогическихъ Женскихъ Курсахъ). Изло¬ 
жимъ его здѣсь. 

Пусть С будетъ длина окружности радіуса В и С 1 — длина окруж¬ 
ности радіуса і?! (черт. 3). Требуется доказать, что С г : С =В 1 ; В. Съ 
этой цѣлью возьмемъ какую-нибудь прямую АВ и изъ произвольной 
ея точки А возставимъ перпендикуляръ, на которомъ отложимъ АО=В 
ОА 1 = В 1 \ затѣмъ черезъ Ау проведемъ А 1 В 1 1| АВ. Пусть АМ будетъ 
отрѣзокъ, равный С (для уменьшенія размѣра чертежа мы сократили 
масштабъ въ горизонтальномъ направленіи) и М х точка пересѣченія 
прямыхъ ОМ и А у Ву. Докажемъ, что при этихъ условіяхъ отрѣзокъ 
АуМу долженъ равняться Су. Предположимъ, что въ окружность ра¬ 
діуса Ву вписанъ какой-нибудь многоугольникъ, а въ окружность 
радіуса В вписанъ многоугольникъ подобный; пусть периметръ 
перваго будетъ Ру, второго р. Тогда, какъ извѣстно: 

Рі:р=Ву-.В. 

Отложимъ АуБу—р (при чемъ пока намъ неизвѣстно, располо¬ 
жится ли точка Оу налѣво отъ Му, или направо) и проведемъ че¬ 
резъ О и Оу прямую, которая пересѣчется съ АВ въ точкѣ Л. Изъ 
подобія треугольниковъ находимъ: 

АуОу\АО=ОАу-.ОА, т. е. Ру: АО = В х : В. 


( 2 ) 



9 


Сравнивая эту пропорцію съ формулой (1), видимъ, что АВ=р. 
Но согласно опредѣленію р < С; значитъ, точка В должна лежать 
налѣво отъ М\ поэтому и лучъ О В долженъ лежать налѣво отъ 
луча ОМ, и, слѣдовательно, точка В г должна расположиться налѣво 
отъ точки М х . Такимъ образомъ, мы видимъ, что, если периметры 



А 
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Черт. 3. 


многоугольниковъ, вписанныхъ въ кругъ радіуса В 1г мы будемъ откла¬ 
дывать на А 1 В 1 отъ точки А 1 вправо, то концы этихъ периметровъ 
должны оказаться лежащими налѣво отъ точки М х . Совершенно такъ 
же убѣдимся, что если на прямой А І В 1 будемъ откладывать отъ А х 
вправо периметры многоугольниковъ, описанныхъ около круга ра¬ 
діуса В и то ихъ концы расположатся направо отъ М 1 . Теперь мы 
видимъ, что отрѣзокъ А 1 М 1 больше периметра любого многоугольника, 
вписаннаго въ кругъ радіуса Д 1; но меньше периметра любого мно¬ 
гоугольника, описаннаго около этого круга; значитъ, отрѣзокъ А 1 М 1 
и есть тотъ, который принимается за длину окружности радіуса В 1г 
А Х М 1 ~С 1 . Изъ подобія треугольниковъ выводимъ: А 1 М 1 : АМ = В { : В, 
т. ѳ. С 1 : С= В г : В, что и требовалось доказать. 

Съ научной точки зрѣнія противъ этого доказательства ничего 
нельзя возразить. Съ педагогической же точки зрѣнія оно предста¬ 
вляется нѣсколько сложнымъ и во всякомъ случаѣ требуетъ особаго 
чертежа. Мнѣ кажется, что если не стремиться совершенно изгнать 
теорію предѣловъ изъ курса элементарной геометріи, то обыкновенное 
доказательство проще изложеннаго. Если предпочесть это обыкновен¬ 
ное доказательство, то тогда придется предварительно установить, что 
длина окружности (опредѣленная такъ, какъ было изложено выше) 
есть общій предѣлъ правильныхъ вписанныхъ и о и и с а н- 
ныхъ многоугольниковъ, что можно сдѣлать чрезвычайно про¬ 
сто. Въ самомъ дѣлѣ, если р и Р периметры правильныхъ одноимен¬ 
ныхъ многоугольниковъ, вписаннаго и описаннаго, и С длина окруж¬ 
ности, то, по опредѣленію, величина С заключается всегда между 
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р и Р; поэтому каждая изъ разностей: Р—С и С—р меньше раз¬ 
ности Р — р, и такъ какъ эта послѣдняя разность, при неограничен¬ 
номъ увеличеніи числа сторонъ многоугольниковъ, стремится къ нулю 
(согласно леммѣ 1-й), то то же, и подавно, можно сказать о разно¬ 
стяхъ Р — С и С—р, а это значитъ, что С есть общій предѣлъ р и Р. 
Тогда доказательство теоремы объ отношеніи длинъ окружностей 
можно вести такъ. Положивъ р = С — а и р г = 6\ — а,, мы пропорцію 
р:р 1 = В:В 1 можемъ написать такъ: (С— а): (С г — а,) =В: В г . Если 
всѣ величины, входящія въ эту пропорцію, выражены числами, то она 
дѣлается числовою, и мы изъ нея находимъ: 

(С- а) = ((?!-а,) Д, т. е. СВ г - аВ 1 = С Х В- а х В, 

или 

СВ 1 -С 1 В = аВ 1 -а і В. 

Пусть число сторонъ вписанныхъ многоугольниковъ неограни¬ 
ченно возрастаетъ. Тогда перемѣнные периметры р и р г будутъ стре¬ 
миться къ своимъ предѣламъ С и С 1г и потому числа а и % бу¬ 
дутъ перемѣнными, стремящимися къ нулю; при этихъ условіяхъ 
послѣднее равенство, выведенное нами, возможно лишь при условіи: 
аВ 1 = а [ В (и, слѣдовательно, СВ 1 = С { В), такъ какъ иначе получи¬ 
лась бы нелѣпость, что постоянное число равно перемѣнному. Если 
же СВ Х = С г В, то С:С г = В: В 1 . 

Обобщая затѣмъ это доказательство, можно формулировать общую 
истину о предѣлахъ: если двѣ перемѣнныя... сохраняютъ 
одно и то же отношеніе, то въ томъ же отношеніи на¬ 
ходятся и ихъ предѣлы. 


Перейдемъ теперь къ вопросамъ о площади круга и о поверх¬ 
ностяхъ и объемахъ круглыхъ тѣлъ. Мы изложимъ эти вопросы сна¬ 
чала съ точки зрѣнія опредѣленій, аналогичныхъ изложенному выше 
опредѣленію длины окружности, а потомъ — опредѣленій, основанныхъ 
на понятіи предѣла, и, наконецъ, сравнимъ то и другое изложеніе. 

Площадь круга. 

Лемма. Разность между площадью правильнаго 
многоугольника, описаннаго около круга, и площадью 
одноименнаго правильнаго многоугольника, вписан¬ 
наго въ тотъ же кругъ, при неограниченномъ возра¬ 
станіи числа сторонъ этихъ многоугольниковъ стре¬ 
мится къ нулю. 
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Доказательство. Пусть ф будетъ площадь описаннаго пра¬ 
вильнаго многоугольника, д —площадь одноименнаго вписаннаго, Р — 
периметръ перваго, р — периметръ второго, В — радіусъ и а — апо- 
оема вписаннаго многоугольника, при чемъ мы предполагаемъ, что 
эти буквы означаютъ числен н ы я значенія указанныхъ геометри¬ 
ческихъ объектовъ. Тогда: 


(} — д = ЧъРВ— І і 2 ра= >/а (РВ—ра). 


При неограниченномъ возрастаніи числа сторонъ многоугольни¬ 
ковъ, разность РВ~ ра стремится къ нулю. Дѣйствительно, эту раз¬ 
ность можно представить такъ: 

РВ—ра = РВ — Ра-\- Ра — ра — Р (В — а) + а (Р—р). 

По доказанному прежде, каждая изъ разностей: В — а и Р—р 
стремится къ нулю; значитъ, правая часть послѣдняго равенства 
(слѣдовательно, и его лѣвая часть) стремится къ нулю (конечно, здѣсь 
придется сослаться на тѣ теоремы о числахъ, стремящихся къ нулю, 
о которыхъ мы говорили ранѣе). 

Опредѣленіе. За численную величину площади 
круга принимаютъ такое число, которое больше 
всѣхъ чиселъ, измѣряющихъ площади вписанныхъ 
въ этотъ кругъ многоугольниковъ, но меньше всѣхъ 
чиселъ, измѣряющихъ площади описанныхъ около 
него многоугольниковъ. 

Такое число существуетъ, именно число Ѵг СВ. Дѣйстви¬ 
тельно, эт.і число меньше всякаго числа, измѣряющаго площадь опи¬ 
саннаго многоугольника, т. е. меньше всякаго числа вида 1 !ъРВ, такъ 
какъ, по опредѣленію, С меньше всякаго Р. Остается, значитъ, пока¬ 
зать, что ‘/а СВ больше всякаг > числа, измѣряющаго площадь вписан¬ 
наго многоугольника. Пусть стороны какого-нибудь вписаннаго много¬ 
угольника будутъ Ь г , Ъ 2 , Ь 3 ,..., Ъ п , а перпендикуляры, опущенные 
на эти стороны изъ центра круга, пусть будутъ соотвѣтственно: 
а і> а - 2 > «з, - - •, а»; тогда площадь д многоугольника выразится: 


д — Ѵз (^і«і + Ь 2 а 2 -|-1- Ъ п а п ). 

Пусть а к есть наибольшій (не меньшій ни одного изъ осталышхѣ) 
изъ всѣхъ перпендикуляровъ; тогда: 

д < 'Ь ( Ь х + Ъ. 2 + Ь 3 -|-1- Ь п ) а к , т. е. д <ра к . 


Но С>р и В>а к ; значитъ, Ѵэ СВ> 1 /->ра к и потому Ѵз СВ > д. 

Конечно, послѣднее разсужденіе упростилось бы, если бы мы 
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сузили смыслъ опредѣленія, разумѣя въ немъ только правиль¬ 
ные многоугольники. 

Число, удовлетворяющее требованію теоремы, можетъ быть 
только одно, такъ какъ если бы были два числа, то разность 
между площадью описаннаго и площадью вписаннаго многоугольни¬ 
ковъ никогда (даже и для правильныхъ многоугольниковъ) не могла 
бы сдѣлаться меньшею разности этихъ чиселъ, что противорѣчитъ до¬ 
казанной выше леммѣ. 

Легко затѣмъ показать, что площадь круга есть общій пре¬ 
дѣлъ, къ которому стремятся площади правильныхъ вписанныхъ и 
описанныхъ многоугольниковъ, когда число сторонъ ихъ неограни¬ 
ченно увеличивается, что разъясняется совершенно такъ же, какъ 
аналогичное предложеніе для длины окружности. 

Замѣчаніе. Все сказанное о площади круга, конечно, можно 
съ незначительными измѣненіями повторить о площади кругового 
сектора. 


Боковыя поверхности цилиндра и конуса. 

Лемма. Разность между боковыми поверхностями 
двухъ правильныхъ одноименныхъ призмъ (пирамидъ) 
одной, описанной около цилиндра (конуса) и другой, 
вписанной въ него, стремится къ нулю, когда число 
ихъ граней неограниченно увеличивается. 

Доказательство. Для цилиндра эта разность есть РН рН= 
= Н(Р р), и такъ какъ множитель Р — р, по доказанному раньше, 
стремится къ нулю, а Н есть число постоянное, то и произведеніе 
Н(Р — р) стремится къ нулю. 

Для конуса мы будемъ имѣть: 

Чі РЬ - 1 /2 рі = Ѵз (РЬ - РІ + РІ -рі) =* У 2 [Р(Ь-1) + 1(Р- р)] 
и, слѣдовательно, приходимъ къ тому же выводу. 

Опредѣленіе. За численную величину боковой по¬ 
верхности цилиндра (к он уса) принимаютъ такое число, 
которое больше всѣхъ чиселъ, измѣряющихъ боковыя 
поверхности призмъ (пирамидъ), вписанныхъ въ этод.ъ 
цилиндръ (конусъ), и меньше всѣхъ чиселъ, измѣряю¬ 
щихъ боковыя поверхности призмъ (пирамид ъ), они- 
санныхъ около него. 

Такое число существуетъ, именно СН для призмы и 1 к СР 
для конуса, что видно изъ неравенствъ: 

РН > СН>рН, ЧгРН> У 2 СЬ >*Арк, 
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гдѣ Ік есть наибольшій (не меньшій ни одного изъ остальныхъ) изъ 
перпендикуляровъ, опущенныхъ §зъ вершины конуса на стороны осно¬ 
ванія вписанной пирамиды. 

Такое число есть только одно, такъ какъ если бы было два 
такихъ числа, то разность между боковою поверхностью описанной 
призмы (пирамиды) и боковой поверхностью вписанной никогда не 
могла бы сдѣлаться меньшею разности этихъ чиселъ, что противорѣ- 
читъ доказанной выше леммѣ. 

Такимъ же путемъ можно опредѣлить и найти также боковую 
поверхность усѣченнаго конуса. 


Объемъ цилиндра и конуса. 

Совершенно такъ же опредѣляется и находится численная вели¬ 
чина объема цилиндра и конуса. 

Объемъ усѣченнаго конуса всего проще найти, какъ разность 
объемовъ полныхъ конусовъ (§ 476). 


Поверхность и объемъ шара. 

При опредѣленіи поверхности и объема шарового пояса встрѣ¬ 
чается затрудненіе особаго рода: если ломанныя линіи (АВСВ и 
А 1 В 1 С 1 В 1 черт. 4), вписанную и описанную около дуги (АО), произ¬ 
водящей своимъ вращеніемъ вокругъ діаметра 
(КВ) шаровой поясъ, предположимъ непра¬ 
вильными, то затруднительно будетъ соста¬ 
вить удобныя формулы для поверхностей и объ¬ 
емовъ тѣлъ, производимыхъ вращеніемъ этихъ 
ломанныхъ. Приходится въ самомъ опредѣленіи 
говорить о правильныхъ ломанныхъ линіяхъ, 
при чемъ объ описанной линіи надо еще огово¬ 
рить, что ея стороны параллельны сторонамъ 
вписанной (и, слѣдовательно, концы ея не совпа¬ 
даютъ съ концами дуги). 

Опредѣленіе. За численную вели¬ 
чину поверхности шарового пояса 
принимаютъ такое число, к о т о р о о 
больше всѣхъ чиселъ, измѣряющихъ 
поверхности, производимыя враще¬ 
ніемъ правильныхъ ломаниыхъ ли¬ 
ній, вписанныхъ въ дугу, производящую ій а ровой 
поясъ, и меньше всѣхъ чиселъ, измѣряющихъ поверх¬ 
ности, производимыя вращеніемъ правильныхъ ло¬ 
манныхъ, описанныхъ около той же |р^иѵ 
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Такое число существуетъ, именно число 2 пВ.Н (если Н 
есть высота тп шарового пояса), что видно изъ двойного неравенства: 

2 яК. > 2яВН > 2 паН. 

Такое число только одно, такъ какъ разность между край¬ 
ними членами этого неравенства стремится къ нулю (что легко обна¬ 
ружить). 

Такъ же опредѣляется и находится объемъ шарового сектора. 

Объемъ треугольной пирамиды. 

Быть можетъ, не лишнимъ будетъ замѣтить здѣсь, что описанный 
пріемъ можно примѣнить и къ объему треугольной пирамиды, если 
только предварительно установить формулу для суммы квадратовъ на¬ 
туральныхъ чиселъ: 

1М-2М-8Ч. +П * = М!±І)(?І±І>.*) 

6 

Положимъ, что въ пирамидѣ мы построили рядъ призмъ, выхо¬ 
дящихъ нѣкоторыми своими частями изъ предѣловъ пирамиды, и другой 
рядъ призмъ, входящихъ внутрь пирамиды, т. е. мы сдѣлали тотъ чер¬ 
тежъ, который ученики иногда называютъ „чертовой лѣстницей". Соста¬ 
вимъ двѣ формулы, выражающія, съ одной стороны, сумму объемовъ всѣхъ 
призмъ выходящихъ, съ другой стороны, сумму объемовъ всѣхъ призмъ 
входящихъ. Пусть Н есть высота пирамиды, К — высота каждой призмы, 
п — число сѣченій (вмѣстѣ съ основаніемъ), а — площадь верхняго сѣ¬ 
ченія и В площадь основанія. Тогда площади сѣченій, начиная отъ 
вершины, будутъ: 

а, а. 2-, а. 3-,..., а. гі 2 = В 

и, слѣдовательно, сумма объемовъ выходящихъ призмъ выразится такъ: 
вН 2 2 8Й -ф- з 2 аЛ -)-••• 4~ п 2 вН = вК (I 2 4" 2 2 4- З 2 4~ ■ ■ ■ 4" = 

ѵ п («4- 1)(2и4-1) _ а/т (2п 2 4-Зп 4- 1) _^ П ' 8П ( 2 ~^п~^те 2 ) 

8П • 0 “ 0 0 

“ йв (т + ^бЫ-1 БЛ +й вя +вЪ™- <“> 


*) Въ §§ 335 и 336 моей „Элементарной алгебры 1 *, какъ примѣненіе би¬ 
нома Ньютона, даетсн выводъ формулъ для суммы одинаковыхъ степеней 
чиселъ натуральнаго ряда; въ частности, для суммы квадратовъ, этотъ 
выводъ значительно упрощается, основываясь только на знаніи формулы для 
куба суммы. 
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Сумма объемовъ призмъ входящихъ должна быть меньше най¬ 
денной суммы на объемъ одной нижней призмы, т. е. на В.іІпН\ 
поэтому сумма эта будетъ: 


ВН+ВН (- 


*)• т 



--Л1 

,2п 6п-) 


Изъ разсмотрѣнія найденныхъ двухъ формулъ видно, что число 
1 ІзВН больше всѣхъ тѣхъ чиселъ, которыя измѣряютъ сумму объ¬ 
емовъ призмъ входящихъ, и меньше всѣхъ тѣхъ, которыя измѣряютъ 
сумму объемовъ призмъ выходящихъ. Другого такого числа быть не 
можетъ, такъ какъ разность между двумя этими суммами есть число, 
стремящееся къ нулю при безграничномъ возрастаніи числа сѣченій. 
Значитъ, если за численную величину объема треугольной пирамиды 
условиться брать такое число, которое больше ф) и вмѣстѣ съ тѣмъ 
меньше (а), то эта величина и есть Чз ВН. 


Тѣ же вопросы, рѣшаемые помощью предѣловъ. 


Замѣтимъ, что въ нижеслѣдующихъ опредѣленіяхъ мы могли бы 
вездѣ говорить объ общемъ предѣлѣ вписанныхъ и описанныхъ 
ломанныхъ линій (призмъ, пирамидъ). Только для упрощенія изложе¬ 
нія мы говоримъ въ нихъ о предѣлѣ лишь вписанныхъ ломанныхъ 
линій (призмъ, пирамидъ), какъ это принято во многихъ француз¬ 
скихъ учебникахъ геометріи. Кромѣ того, съ тою же цѣлью, мы гово¬ 
римъ не о какихъ-либо ломанныхъ линіяхъ, а только о правиль¬ 
ныхъ, такъ какъ предполагается, что ранѣе, въ главѣ объ опредѣ¬ 
леніи длины окружности, было лишь установлено, что эта длина есть 
предѣлъ периметровъ правильныхъ, а не какихъ-либо ломанныхъ 
линій. Мелкимъ шрифтомъ, для дополненія курса, можно обобщить 
опредѣленія на ломанныя линіи какія угодно. 

Площадь круга. За численную величину площади 
круга принимаютъ (по опредѣленію) предѣлъ, къ которому 
стремится численная величина площади вписаннаго 
правильнаго многоугольника, когда число сторонъ 
его неограниченно возрастаетъ. 

Предѣлъ этотъ существуетъ и равенъ Ч 2 СВ. Дѣйствительно, 
площадь <і правильнаго вписаннаго многоугольника равна Чзрл и 
потому: 

пред. ^ = пред. ( 1 Ыра) = Ѵг (пред, р) (пред, а) = V» СВ. 

Цилиндръ и конусъ. За численную величину боковой 
поверхности цилиндра (конуса) принимаютъ (по опредѣ¬ 
ленію) предѣлъ, къ которому стремится численная ве- 


личина боковой поверхности правильной вписанной 
призмы (пирамиды), когда число боковыхъ граней ея не¬ 
ограниченно возрастаетъ. 

Такой предѣлъ существуетъ и равенъ СН для цилиндра и Ѵг СЬ 
для конуса. Дѣйствительно, такъ какъ боковая поверхность правиль¬ 
ной вписанной призмы равна рН, а пирамиды 1 ЫрІ, то предѣлы, о 
которыхъ говорится въ опредѣленіи, будутъ: 

пред. (рН) = (пред. р)Н=СН 


пред. (Ѵа рі) = Ѵг (пред, р) (пред. I) = V» СЬ. 

Подобнымъ же образомъ опредѣляются и объемы цилиндра и конуса. 

Боковую поверхность и объемъ усѣченнаго конуса всего проще 
найти, какъ разность боковыхъ поверхностей и объемовъ двухъ пол¬ 
ныхъ конусовъ. Правда, боковую поверхность легко также найти, какъ 
предѣлъ боковыхъ поверхностей правильныхъ вписанныхъ усѣченныхъ 
пирамидъ, т. е. какъ предѣлъ выраженія 1 /а(Рі+р 2 )^ н0 Д ля на ‘ 
хожденія объема усѣченнаго конуса, опредѣленнаго, какъ предѣлъ 
объемовъ вписанныхъ правильныхъ усѣченныхъ пирамидъ, пришлось бы 
отыскивать предѣлъ выраженія Ѵз Н(В-\-Ь-\-\/ ВЬ), а для этого по¬ 
надобилось бы предварительно установить теорему о предѣлѣ конуса. 

Шаръ. За численную величину поверхности шаро¬ 
ваго пояса принимаютъ (по опредѣленію) предѣлъ, къ ко¬ 
торому стремится численная величина поверхности, 
образуемой вращеніемъ правильной ломаной линіи, 
вписанной въ дугу, производящую шаровой поясъ, 
когда число сторонъ этой ломаной неограниченно 
возрастаетъ. 

Такой предѣлъ существуетъ и равенъ 2 лЕН, такъ какъ 
пред. (2тН) = 2л (пред, а) Н= 2 лЕН. 

Подобнымъ же образомъ опредѣляется и объемъ шарового сектора. 


Сопоставляя изложеніе, приведенное нами раньше, съ изложе¬ 
ніемъ, основаннымъ на понятіи предѣла, не трудно видѣть, что послѣд¬ 
нее и короче и проще. Не только потому, что въ этихъ опредѣле¬ 
ніяхъ мы говоримъ о правильныхъ ломанныхъ линіяхъ, тогда 
какъ въ первыхъ рѣчь идетъ о ломанныхъ какихъ угодно (мы могли 
бы въ этомъ отношеніи уравнять оба изложенія), но потому, во пер¬ 
выхъ, что въ изложеніи, основанномъ на понятіи предѣла, нѣтъ на- 
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добности передъ каждымъ опредѣленіемъ предварительно устанавли¬ 
вать тѣ леммы, которыя были намъ нужны при первомъ изложеніи 
для доказательства единственности опредѣляемаго числа; во вто¬ 
рыхъ, и самыя опредѣленіе короче (и даже, такъ сказать, содержа¬ 
тельнѣе), такъ какъ они не заключаютъ въ себѣ двойственности зна¬ 
ченія опредѣляемаго числа (вмѣсто: „оно больше того-то и меньше 
того-то 11 , утверждается прямо: „оно есть то-то). Даже и при отыска¬ 
ніи объема треугольной пирамиды тѣмъ способомъ (выходящихъ и 
входящихъ призмъ), о которомъ было говорено выше, способъ предѣ¬ 
ловъ быстрѣе даетъ нужный результатъ, такъ какъ изъ формулы для 
суммы объемовъ призмъ прямо видно, что предѣлъ ея равенъ 1 /зВН. 

Поэтому мнѣ думается, что въ курсѣ элементарной геометріи 
среднихъ школъ изложеніе, основанное на аксіомѣ непрерывности, 
полезно примѣнить только для опредѣленія длины окружности; въ 
остальныхъ же разсмотрѣнныхъ нами вопросахъ предпочтительнѣе 
методъ предѣловъ сведенный къ наибольшей своей простотѣ. 


Рѣшеніе въ цѣлыхъ числахъ уравненія а х -Ь у =1 

(а и Ь — простыя числа). 

В. Колодій. 

Разсмотримъ сперва случай, когда а = 2. Въ этомъ предположе¬ 
ніи наше уравненіе: 

а х - Ь» = 1 (1) 

можно послѣдовательно записать въ видѣ: 

2 (2 Х ~ 1 - 1) = Ьу - 1 = (Ь - 1) (Ьу- 1 -(- Ьу~* -\ -(- Ъ +1), 

2*-і-і=^(6»-і + г*-2 + ... + & + і). 

Изъ уравненія: 

2 (2*" 1 - 1) = Ьу - 1 

видно, что Ь нечетное число, а потому -у- — цѣлое число. 

Если такъ, то множитель 

&»— 1 + а -| - І - й +1 


( 2 ) 
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не можетъ быть четнымъ числомъ, ибо вышло бы, что четное число 

^(&*-1+,&|М+... + 6+1) 

равнялось бы нечетному: 2 х - 1 — 1. 

Итакъ, сумма (2) представляетъ нечетное число, что, очевидно, 
возможно въ томъ случаѣ, когда у — нечетное число. Отсюда слѣдуетъ, 
что 6^+1 дѣлится на (6+1). Но 

Ьу+ 1 = 2*. (3) 

Слѣдовательно, 2 х дѣлится на 6 + 1, такъ что (6+1)—нѣкото¬ 
рая положительная степень 2, т. е. 6 = 2 п — 1 (п — цѣлое положи¬ 

тельное число). 

Дѣля обѣ части уравненія (3) на (6+1), будемъ имѣть: 


Такъ какъ 


І,ѵ-і — Ьу- 2 + 6»—’-|-б2 — 6+1 = 2 х ~ п . 


Ъу-'-Ъу-*-\ -(-6 3 —6 + 1 


нечетное число, то должно быть 


Въ такомъ случаѣ 


Итакъ, уравненіе 


2 Ж — " = 1 или х = п. 

У= 1- 
2 х — Ъу = 1 


не имѣетъ цѣлыхъ рѣшеній, если простого числа 6 нельзя представить 
въ формѣ: 2"—1; въ противномъ случаѣ допускаетъ единственное 
рѣшеніе въ цѣлыхъ числахъ, именно: 

х = п, у = 1. 


Будемъ теперь разсматривать тотъ случай, когда простое число а 
нечетное. 

Уравненіе (1) можно переписать такъ: 

а х - 1 =6». (4) 

Но а х — 1—четное число: слѣдовательно, 


6 = 2. 
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Съ другой стороны, Ъу дѣлится на (я— 1); стало быть, (я— 1) 
цѣлая положительная степень 2, т. ѳ. простое число я должно быть 
вида: 

2 "+ 1 . 

и уравненіе (4) принимаетъ слѣдующій видъ: 

(2 П 4-1) Х —2» = 1 

или 

(2»+1)*-1 = 2*'. (5) 

Этому уравненію мы удовлетворимъ, положивъ: 

® = 1 , У-п. 

Будемъ искать другія цѣлыя рѣшенія уравненія (5), въ кото¬ 
рыхъ х > 1. Очевидно, что соотвѣтствующія значенія у>п. 

Дѣля обѣ части равенства (5) на (2 П + 1)—1, получимъ: 

( 2 " + I)*- 1 + ( 2 « + 1 ) х ~ 2 + ■ • • + ( 2 » + 1 ) +1 = ^ = 2 у - п . 

Ясно, что 

( 2 ” + I)"- 1 + ( 2 « + I)*- 2 + ■ ■ • + ( 2 » + 1 ) +1 

должно быть четнымъ числомъ, для этого необходимо, чтобы х было 
четнымъ числомъ; но тогда (2 я + 1) х — 1 дѣлится также и на 2 (2 П-1 +1) 
и мы получаемъ, что 2 у должно дѣлиться на 2 П_1 +1; это возможно 
лишь въ томъ случаѣ, когда п = 1. 

Подставивъ въ уравненіе (5) вмѣсто п число 1, будемъ имѣть: 

3 х - 1 = 2 у (6) 

или 

2»+1 = 3 Х . 


Отсюда видно, что у должно быть нечетнымъ. 

Дѣля обѣ части уравненія (6) на 3, получимъ: 

2»-і - 2»- 2 4-2 4-1 = 3 х - 1 

откуда 

(2- 1) - (2*- 2 + 1) + (2 у - 3 -1)-4- (2* - 1) - (2 4- 1) 4 т У ±&-'. 

Разности (2»- 1 — 1), (2^— 2 4-1), (2*- 3 — 1) (2 4-1) кратны 3, а 

потому и у также кратно 3 и такъ какъ х четное, можемъ положить: 

у = Щ, х = 2§ 
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и уравненіе (6) записать въ такомъ видѣ: 

9*—і = 8ч. (7) 

Это уравненіе не имѣетъ другихъ рѣшеній, кромѣ 
1=1, г,= \. 

Дѣйствительно, | не можетъ быть четнымъ числомъ, такъ какъ 
8 Ч не дѣлится на 9 + 1 = 10. Съ другой стороны, | не можетъ быть 
нечетнымъ числомъ превосходящимъ единицу, ибо, если бы это имѣло 
мѣсто, то, раздѣливъ обѣ части (7) на 9 — 1, получили бы такое ра¬ 
венство: 

9І-1 + 9 ^-2 ц-1- 9 +1 = 84- 1 , 

что невозможно, такъ какъ лѣвая часть его нечетное число, правая 
же часть четное, (г) — 1 въ нуль обратиться не можетъ, такъ какъ 
при |>1 г) также больше единицы). 

Итакъ, приходимъ къ слѣдующему заключенію: когда простое 
число а болѣе 2, для рѣшенія уравненія: 


въ цѣлыхъ числахъ необходимо, чтобы Ъ = 2 и, кромѣ того, а должно 
быть вида: 2 я + 1. Когда эти условія соблюдены, уравненіе (1) допус¬ 
каетъ рѣшеніе 

х = 1, у = п 

и другихъ не имѣетъ, если п отлично отъ единицы; если же п= 1, 
т. е. два рѣшенія 

х= 1, у= 1; х = 2, у = ѣ. 


НАУЧНАЯ ХРОНИКА. 


Свѣтящійся разрядъ въ газѣ при малыхъ разностяхъ потен¬ 
ціаловъ. При полученіи свѣтящагося разряда въ газѣ разность потенціаловъ 
на электродахъ трубки обыкновенно имѣетъ весьма значительную величину. 
Гитторфъ (НііІогГ) первый обнаружилъ, что свѣтящійся разрядъ можно по¬ 
лучить при значительно меньшей разности потенціаловъ, если катодъ трубки 
нагрѣвать до краснаго каленія. Позже Венельтъ (ЛѴеЬпеІѢ) построилъ свои 
извѣстныя трубки, въ которыхъ покрытый опредѣленными солями платиновый 
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катодъ накаливается токомъ. Въ Венелмовскихъ трубкахъ свѣтящійся разрядъ 
получается при разности потенціаловъ въ 30 — 50 вольтъ. 

Боровикъ и Павловъ для еще большаго уменьшенія разности по¬ 
тенціаловъ, необходимой для полученія свѣтящагося разряда, воспользовались 
трубкой съ обоими нагрѣваемыми электродами, которые состояли изъ платины, 
покрытой солями. При этомъ имъ удалось наблюдать появленіе свѣтящагося 
разряда въ водородѣ при разности потенціаловъ въ 28 вольтъ, а исчезновеніе 
его при разности потенціаловъ въ 18 вольтъ. Теоретически предѣльной вели¬ 
чиной разности потенціаловъ для свѣченія водорода можно считать 11 вольтъ. 
Въ дальнѣйшихъ опытахъ Боровикъ и Павловъ намѣрены приблизиться 
къ этой величинѣ. 


ЗАДАЧИ. 

Подъ редакціей профессора Е. Л. Буницкаго. 


Редакція проситъ не помѣщать на одномъ и томъ же листѣ бумаги 
I) дѣловой переписки съ конторой, 2) рѣшеній заданъ, напечатанныхъ въ 
„Вьстникѣ“, и 3) задачъ, предлагаемыхъ для рѣшенія. Въ противномъ случаѣ 
редакція не можетъ поручиться за то, чтобы она могла своевременно принять 
мѣры къ удовлетворенію нуждъ корреспондентовъ. 

Редакція проситъ лицъ, предлагающихъ задачи для помѣщенія въ 
я Ввстникѣ“, либо присылать задачи вмѣстѣ съ ихъ рѣшеніями, либо снабжать 
задачи указаніемъ, что лицу, предлагающему задачу, неизвѣстно ея рѣшеніе. 

№ 307 (6 сер.). Въ выпукломъ четырехугольникѣ АВСБ даны отношенія 
АВ-.ВС и АВ-.ЕЕ, гдѣ ЕЕ— отрѣзокъ, дѣлящій стороны АВ и СВ въ дан¬ 
номъ отношеніи т\п Доказать, что этими условіями опредѣляется уголъ 
между прямыми АВ и ВС. 

И. Александровъ (Москва). 

№ 308 (б сер.). Дано, что медіаны т а и т с треугольника АВС образу¬ 
ютъ съ стороной АС углы, равные ЗГ15Ч2" и 28°44'18", и. что площадь пря¬ 
моугольника, построеннаго на этихъ медіанахъ, равна У 3. Вычислить безъ 
помощи тригонометріи площадь треугольника АВС. 


Г. Боевъ (Саратовъ). 

№ 309 (6 сер.). Доказать, что сумма 

2 + 2 * + 2 » + ■ • • + 2 '*’- 1) («- 11 • ■ • 

гдѣ р, з,.. ., 8 — нечетныя простыя числа, дѣлится на произведеніе рд... 8. 

М. Огородовъ (Самара). 
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Лк 310 (б сер.). Доказать, что произведеніе 
ху (За; + 2) (Ъу + 2) 

есть разность квадратовъ двухъ цѣлыхъ многочленовъ съ цѣлыми коэффи¬ 
ціентами. 

_ (Заимств.), 


РѢШЕНІЯ ЗАДАЧЪ. 


Отдѣлъ 1. 


№ 256 (6 сер.). Найти цѣлыя пол 
выраженіе 


дѣлится на 3. 


х І+1 + (х + I) 1 


значенія х, при которыхъ 


Всякое цѣлое положительное число х можно представить въ одномъ изъ 
видовъ 3 у, Ъу — 1, Зу-Я гдѣ у въ первомъ и во второмъ случаѣ цѣлое по¬ 
ложительное, а въ третьемъ — цѣлое неотрицательное число. Если х = Ъу 
или х = Ъу — 1, то данное выраженіе принимаетъ соотвѣтственно видъ 
(ЗуЧЧЧ+1)' г или же (Зу-іГ+Ч^)*, а потому въ обоихъ случаяхъ 
разсматриваемое выраженіе не дѣлится на 3, такъ какъ оно приводится въ 
каждомъ изъ этихъ случаевъ къ суммѣ двухъ чиселъ, изъ которыхъ одно 
дѣлится, а другое не дѣлится на 3. Если же х = Ъу+1, то 


(1) х х+1 + (х + 1)* = [{Ъу + іЧ+ 2 — 1 3 »+ 2 ] + [(Ъу + 2) 3 »+* - 2**+Ч + (2 3 » +1 +1). 


Выраженія (Зу + 1) 3 »+ 2 і 3 »+ 2 и (Зу + г) 8 ^ 1 — 2 3 ^+ 1 въ правой части равен¬ 

ства (1) кратны соотвѣтственно разностей (3^+1)—1 и (3^ + 2)— 2, т. е. 
кратны числа Зу, и поэтому оба эти выраженія делятся на 3, а потому при 
х = Ъу +1 разсматриваемое выраженіе дѣлится или не дѣлится на 3, смотря 
но тому, дѣлится ли на 3 или не дѣлится сумма 2 3г, +Чі- Пусть у нечетное 
число. Изъ тожества 

(2) 2^+' + 1 = 2 (2 3 « + 1 3 У) — 1 

вытекаетъ въ этомъ случаѣ, что 2 3г, +Ч 1 не дѣлится на 3. Дѣйствительно, 
при у нечетномъ Ъу также нечетное число, а потому сумма 2? у -\-І іу нечет¬ 
ныхъ степеней делится на сумму 2+1, т. е. на 3, откуда вытекаетъ, что 
[см. (2)] 2 і# +‘ +1 не дѣлится на 3. Если же у четное число, то 3$г+1 
нечетное число. Вь этомъ случаѣ, представивъ сумму 2 3г, +Ч 1 въ видѣ 
2 8 »+ 1 + і*»+ 1 , приходимъ къ заключенію, что эта сумма нечетныхъ степеней 
дѣлится на сумму 2+1, т. е. на 3 Итакъ, при х = 3у+1 и у —21, гдѣ I — 
любое цѣлое неотрицательно; число, т. е. при х = 6Т+1, гдѣ I — любое 
цѣлое неотрицательное число, и только при этихъ значеніяхъ х выраженіе 
х х+і (а,^- і) х дѣлится на 3. 

В. Поповъ (Валки, Харьковск. губ.); М. Бабинъ (ст. Дитковка); Н. Ми¬ 
хальскій (с. Попова Граэля); А. Каменскій (сг. Озерки, Файл. ж. д.). 
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№ 260 (6 сер.). Рѣшить уравненіе 

4х Зх 

4х’ —8х + 7 + 4х 2 — 10х+7~ ' 

При ® = 0 лѣвая часть уравненія обращается въ нуль, а потому навѣрно 
каждое изъ искомыхъ значеній х отлично отъ нуля. Поэтому числитель и 
знаменатель каждаго изъ дробныхъ членовъ лѣвой части можно раздѣлить 
на х, записавъ данное уравненіе въ видѣ 

(1) -— Г +--= 

іх — 8 + — іх — 10 + ~ 

Полагая (2) 4 х + — = у, приводимъ уравненіе (1) къ виду 

(3) ^8 + ^йГ 1 - 

Преобразовавъ уравненіе (3) къ нормальному виду, получимъ у г — 25у4 144 = 0, 
откуда $^=16, у2 = 9. Подставляя найденныя значенія у въ равенство (2), 
приходимъ къ уравненіямъ іх+ —= 16, 4ж + —= 9, или же 

4г’ — 16® + 7=0, 4я’ — 9а: + 7 = 0. 

Рѣшивъ эти квадратныя уравненія, находимъ слѣдующія четыре значенія х: 

7 1 , 9і’Ѵ31 . _/- Т 

®1 = у. ®2 = у> *з.4 =-8-- гдѣ 1 = У—1. 

В. Поповъ (Валки, Харьковск. губ.); М. X. (Тифлисъ); И. Богдановъ 
(с. Лутковское); N. N. (Тифлисъ). 

№ 261 (6 сер.). Доказать, что во всякомъ параллелепипедѣ сумма ква¬ 
дратовъ діагоналей равна суммѣ квадратовъ всѣхъ его реберъ. Доказать это 
предложеніе вполнѣ элементарнымъ путемъ, а также съ помощью аналитиче¬ 
ской геометріи. 

Пусть АВСВаЪсд, —нѣкоторый параллелепипедъ, Ас = д 1 , аС = Л 2 , ВЛ = 

6Л = д 4 — его діагонали. Полагая Аа = а, АВ = Р, АЮ — у, изъ параллелограмма 
АасС находимъ, что (1) 6\ + д| = 2 (А С а + а 2 ), и подобнымъ же образомъ 
получимъ, что (2) д| + <5| = 2 (Ш> 2 + о 2 ). Сложивъ равенства (1) и (2), по¬ 
лучимъ 

(3) б? + ді + д] + дІ = 1а* + 2 (АС 2 + Ш> 2 ). 

Но изъ параллелограмма АВСВ находимъ, что 

А& + Ш 2 = 2(Р + уі). 

Подставляя это значеніе суммы АС 2 + ВБ 2 въ равенство (3), приходимъ къ 
равенству 

<5? + 62 + ді + = 4а’+ 40* + 4у2, 

которое и даётъ предложенное для доказательства свойство параллелепипеда. 
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Для аналитическаго доказательства того же предложенія примемъ центръ па¬ 
раллелепипеда за начала координатъ и направленія трехъ реберъ параллеле¬ 
пипеда, выходящихъ изъ одной вершины, за направленія осей х , у , г. Назы¬ 
вая при такомъ выборѣ осей черезъ а, 6, с координаты одной изъ вершинъ 
параллелепипеда, находимъ, что отрѣзки, соединяющія начало координатъ со¬ 
отвѣтственно съ точками, координаты которыхъ суть 

суть четыре различныхъ полудіагонали параллелепипеда; обозначимъ эти по¬ 
лудіагонали соотвѣтственно черезъ у, у. у- Тогда 

(^-) = о 2 + 6 2 + с 2 + 2 аЬ сов ѵ + 26с соз Я + 2со соз ц, 
гдѣ ѵ, Я, —углы между положительными направленіями осей х и у, у и л, 

(4) (у)’= а 2 + 6 2 + с 2 + С+Д + Д, 

если положить для краткости 2а6 соз ѵ = С, 26с соз Я = В, 2 са соз /і = А. Подоб¬ 
нымъ же образомъ получимъ 

(5) ^у^= а 2 + 6 2 + с 2 — С + А — В, (б) а 2 + 6 2 + с 2 — С — А + В, 

(7) (^У=а*+Ъ* + с* + С-А-В. 

Сложивъ равенства (4), (5), (б), (7), получимъ, что 

откуда б? + бі> + 62 = 4 [(2<г) 9 +(2Ь) а + (2с) 3 ), или полагая 2а = а, 26= (і, 2с = у, 
<5? + 6\ + 6\ + д\ = 4 (а 2 + Д 2 + у 2 ), 

и такимъ образомъ снова приходитъ къ искомому результату, такъ какъ 
| 2а |. | 26 [, | 2с | суть длины реберъ параллелепипеда, исходящихъ изъ одной 


В. Поповъ (Валки, Харьк. губ); А. Каменскій (Озерки, ст. Финл. ж. д.). 
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